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ESTABILIDAD DE MATERIALES HECHOS CON ELEMENTOS DE PAREDES DELGADAS 
 
The stability of materials made of thin-wall elements 
 
RESUMEN 
En este artículo se estudia la bifurcación del proceso de deformación de 
elementos con paredes delgadas en forma de láminas rectangulares y la 
consecuencia en sus parámetros críticos. 
PALABRAS CLAVES: Bifurcación, la teoría de microeformación, estabilidad. 
 
ABSTRACT 
In this paper the bifurcation of process deformation of thin wall  elements such 
as rectangular plates and the consequences in its critical parameters are 
studied. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
Es bien sabido que debido al avance tecnológico, la 
reducción en el tamaño y en el peso de las construcciones 
juega un papel muy importante. Es por esto que en la 
industria cada vez más se emplean materiales hechos de 
paredes delgadas. En general estas construcciones en la 
mayoría de los casos colapsan debido a la perdida de 
estabilidad de los elementos constituidos de paredes 
delgadas [2,4]. Por esta razón es de gran importancia el 
estudio de construcciones hechas con elementos de 
paredes delgadas. 
 
2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA  
 
Consideremos una elemento de pared delgada, por 
ejemplo una lámina rectangular sujeta en sus extremos de 
dimensiones a , b  y de anchor h  (ver figura 1).  
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Figura 1. Lámina rectangular con pared delgada 
 
Además consideramos que en la lámina las condiciones 
son homogéneas. 
Se pretende determinar la influencia de los parámetros 
críticos en la perdida de estabilidad. 
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3. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 
 
Ya que consideramos una lámina con condiciones 
homogéneas, en cada punto se tiene 
1
o
x Pσ = , 2oy Pσ = . 
Para la construcción del sistema solución utilicemos la 
teoría expuesta en el trabajo [1]. Hagamos coincidir 
nuestro sistema de coordenadas 0xy  con el plano medio 
de la lámina (ver figura 1). En el proceso de la carga las 
condiciones de deformación está caracterizadas por las 
tensiones xxσ , yyσ  y en el unto de bifurcación obtienen 
incrementos las componentes de las tensiones  xxσ , 
yyσ , xyσ , yzσ , xzσ  y de las deformaciones xxε , yyε , 
xyε , yzε , xzε . 
Teniendo en cuenta las suposiciones hechas, las 
relaciones constitutivas en términos de las velocidades se 
representan en la siguiente forma: 
11 12= a +axx xx yyσ ε ε& && , 
21 22= a +ayy xx yyσ ε ε& && , 
= 2gxy xyσ ε&& , 
= 2gyz yzσ ε&& , 
= 2gxz xzσ ε&& . 
La forma de los coeficientes g  y pqa  ( , 1,2p q = ) 
dependen de la teoría de plasticidad utilizada. En el 
marco de la teoría de la microdeformación podemos 
escribir 
1 11 1 12 2S A Э A Э= +& & & , 
2 21 1 22 2S A Э A Э= +& & & , 
3 33 3S A Э=& & ,     (1) 
4 33 4S A Э=& & , 
5 33 5S A Э=& & , 
donde  
( )1 22 xx yyЭ ε ε= −& & & , 
( )2 32 xx yyЭ ε ε= +& & & ,    (2) 
3 2 xyЭ ε=& & , 
4 2 xzЭ ε=& & , 5 2 yzЭ ε=& & . 
Así 
( )1 22 xx yyS σ σ= −& & & , 
( )2 32 xx yyS σ σ= +& & & , 
3 2 xyS σ=& & , 4 2 xzS σ=& & ,  
5 2 yzS σ=& & . 
Comparando las relaciones anteriormente expuetas con 
(1) para los coeficientes g  y pqa  se tiene que 
( )11 11 12 221 2 3 32a A A A= + + , 
( )12 21 22 111 32a a A A= = − ,   (3) 
( )22 11 12 221 2 3 32a A A A= − + . 
Para construcción de los coeficientes pqA  ( , 1,2p q = ), 
se utilizará el algoritmo descrito en  [4]. 
Con este fin construyamos las ecuaciones para la 
determinación de los puntos de bifurcación del proceso 
de deformación. 
Es lógico suponer que estas ecuaciones serán similares a 
las ecuaciones de estabilidad de las láminas elásticas. La 
única diferencia es que en nuestro caso los elementos en 
la matriz de rigidez tangencial en las relaciones 
constitutivas son funcionales del proceso de carga 
existentes en el punto de bifurcación. 
Utilicemos las ecuaciones de estabilidad de láminas 
dadas en [1].  En la teoría de láminas de Kirchoff-Lyava 
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las velocidades de desplazamiento xν , yν , zν  en 
cualquier punto de la lámina, se pueden escribir  de la 
siguiente forma 
( , )zv W x y= , 
,( , )x xv U x y zW= − ,    (4) 
,( , )y yv V x y zW= − , 
donde U , V , W  son las velocidades de 
desplazamiento del plano medio de la lámina. 
Utilizando (4) encontramos las velocidades de 
deformación 
,xx xUε =& , ,yy yVε =& ,  
( ), , ,2 2xy y x xyU V zWε = + −& , 
0z yzε ε= =& & . 
Las características integrales de la condición de tensión 
se expresan a través de las funciones U , V  y W  así: 
11 , 12 ,2 ( ) ( )x x yT h a U a V⎡ ⎤= +⎣ ⎦& , 
22 , 21 ,2 ( ) ( )y y xT h a V a U⎡ ⎤= +⎣ ⎦& , 
( ), ,2xy x yT h g V U= +& , 
( )3 11 , 12 ,23x xx yyM h a W a W= − +& , 
( )3 22 , 21 ,23y yy xxM h a W a W= − +& , 
3
,
4
3xy xy
M g h W= −& . 
Las ecuaciones de estabilidad linearizadas en términos de 
velocidades tiene el siguiente aspecto 
, , 0x x xy yT T+ =& & ,  
, , 0y y yx xT T+ =& & ,    (5) 
, , 0
o o
x xx y yyT W T W+ = . 
Las ecuaciones dadas en (5) representan la estabilidad de 
la lámina con una carga dada cuando se lleva a cabo sin 
momentos y bajo una condición pre-crítica homogénea. 
Utilizando (3), (4) y (5) llegamos al sistema dependiente 
de las funciones U , V  y W  
( )11 , , 12 , 0xx yy xya U gU a g V+ + + = , 
, ,
1 1 0
2 2
o o
x xx y yyT W T Wh h
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,  (6) 
( )11 , 12 ,2 2 2 03 3xxx xyya W a g W− − + = . 
Para la solución del problema completo, es necesario 
además del sistema (6) tener en cuenta las condiciones de 
contorno 
x x
V =0, W=0, 
para x=0, x=b
T  =0 , M =0, 
⎧⎨⎩ & &
, 
y y
U =0, W=0, 
para y=0,  y=b
T  =0 , M =0, 
⎧⎪⎨⎪⎩ & &
. 
La solución del problema lo buscamos de la forma 
1
n mU h A cos x sin y
a b
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ , 
2
n mV h A sin x cos y
a b
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ,  (7) 
3
n mW h A sin x sin y
a b
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ . 
De esta forma las condiciones iniciales se cumplen en su 
totalidad. 
De (6), (7) y teniendo en cuenta que  
1
o
xT Ph= − , 2oyT P h= − , obtenemos el siguiente 
sistema solución 
( ) ( )2 21 11 2 12 3 11 0,x y x y xA a g A a g A aχ χ χ χ εχ− + + + − =
( ) ( )2 21 21 2 22 3 22 0,x y y x yA a g A a g A aχ χ χ χ εχ+ − + − =
2 2 2 1
1 11 2 12 3 11
1 0,
2x y y x
A a A a A p a qε χ ε χ χ ε χ ε −⎡ ⎤+ − − + − =⎢ ⎥⎣ ⎦
donde 
2x
n h
a
πχ = , 
2y
m h
b
πχ = . 
De la condición de que el sistema anterior posee solución 
no-trivial se obtiene la ecuación característica para la 
determinación de los parámetros críticos. 
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Si el proceso de carga es dado, entonces de la última 
ecuación es posible obtener el valor del parámetro crítico 
/h aε = , correspondiente al punto arbitrario de la 
trayectoria de la carga, con la relación /a b  fija y con 
los parámetros de la formación de ondas m  y n . 
Los valores críticos de flexibilidad *ε  se obtienen como 
max{ }ε  para diferentes valores de m  y n . 
 
3. EJEMPLO 
 
Utilizando el procedimiento anteriormente descrito, si 
primero analizamos el caso de contracción en un solo eje 
hasta el valor yy sσ σ>  y segundo ejercemos una 
tensión xxσ  con yyσ fija. Este ejemplo  fue antes 
analizado en [2] utilizando la teoría de deslizamiento. 
En la figura 2 se muestra la dependencia / ~ / sh a P σ2 , 
construida para / 1/ 2a b =  para carga compleja (curva 
1) y sencilla (curva 2) a lo largo de la trayectoria de 
carga. 
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Figura 2. Carga compleja (curva 1) sencilla (curva 2) 
 
Los resultados mostrados en  la gráfica 2 fueron 
obtenidos para 2.65yy sσ σ=  1.2xx sσ σ<  y  
utilizando las constantes del material 1 2.78A = , 
2 0.0A = , 3 0.006A = , 1.06h = , 170s MPaσ = . 
 
4. CONCLUSIONES 
 
Se evidencia de los resultados obtenidos que el valor de 
*ε&  bajo una carga proporcional en una forma 
insignificante es más grande que el valor de *ε&  bajo una 
cargo no-proporcional. 
Estos resultados muestran que la historia de la carga 
influencia de manera significativa en los parámetros 
críticos de la lámina. Además se llegó a la conclusión que 
la forma en la perdida de la estabilidad se obtiene a lo 
largo de loas dos direcciones para 1m n= = . 
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